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ОБlЦАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
Актуальность темы. Подавляющему болышшству практических за­
дач, нозникающих в инженерном ;~еле и прикладных науках, присуща нере­
гулярность гран11ц областей, отвечающих изучаемым объектам, так что 
11р11 их коmР1ествtшном И<:(;:~едовании трудно рассчитывать на по!Iучение 
аналитических результатов и решения приходится искать численно. Наи­
более раснространенные численные методы осноnываются на достаточно 
мелком (по сравнению с масштабами задачи) нодрю;~елении и'3учаемой об­
ласти либо путем введения линейных сеток с неизвестными зна•1ениями 
11tфеменных в узлах, как в конечно-разностных методах, либо ну·гём ра.>­
биенпя области на большое число дискретных э:тементов простой структу­
ры, как в методах конечных элементов. В настоящее время такие методы 
достю·ли достаточно высокого ра.зви·гия и понулярности. Но главным недо­
статком данных методов, несомненно, остается громоздкость вычислений 
при решении реальных зада•~. 
С другой стороны, 11..~я решения практических задач математической 
физики, как 11равило. используются приближенные мето;~ы расчета, ос­
нованные на технологии последовательного счета .. В последнее время на­
бтодается проrрес:е в расrтараллеливании нрограмм для решения таких за­
дач, однако, они по-прежнему основываются на алr·оритм.ах, разработан­
ных для последователыюго счета: методе конечных разностей, методе ко­
нечных элементов, вариационных методах и т.д. 
Настоящан работа посвящена альтернативному методу, методу 1'рани•1-
ных Jлементов (МГЭ), ко·rорыН, наряду с выпн'11еречислен11ыми методамн, 
яв:1яется наиболее распространенным и, па наш взгляд, наиболее адаптивен 
в nысокому уровню распараллеливания. Данный метод в равной степени 
:уннверса.нен и основан на изучении не самих диффсренциаJ1ьных уравне­
ний, 01шсы1шющих конкретную задачу, а соответстnующих :~той задаче гра­
ничных интсгралы1ых уравнений. Одна из самых замсчатет,ных особенно­
стей МГЭ состоит в том, что при его реа.1изации дискретизации подлежат 
лишь границы изучаемых областей. Это естественно ведё1· к существен-
ному уменыпепию числа дискретпых элементов по сраонению с методами, 
требующими внутренней дискретизации ncero рассматриваемого тела. Сле­
довательно, для того, чтобы найти окончательное решение этим методом, 
нужно J>еШИ'IЪ (;ИСТ!'Му а"'!гРбра11чеl'КИХ уравнен11й бол!'е ~IИЗКОГО П()рядка, 
чем при ИСIЮЛhЗОIШНИИ дР~'ГИХ методов. 
Первые публикации посвященные методу граничных элементов UvIГЭ) 
относятся к середине 70-х годов. Сам термин "граничные элементы" впер­
вые был введен в работах С . Бреббия 1 · 2 , П.Бенерджи3 , и других авторов 
быля. дана классификация методов, МГЭ был оыделен CJ>t'Дlf п1ючих •rис­
ленпых методов . :Немного позже эта работа была расширена за с•1ст вклю­
чения н<>..:шнсйных и /\Инамических за,..'\а't . 
Получили развитие различные модификации МГЭ в том числе 11 для 
решения за.дач гиперболического тиrrа. Некаrорыt> авторы все же рассмат­
ривают гиперболическое уравнение в исходной постановке; здесь в первую 
очередь слсд.vет отметить работы Мансура 4 .r. . 
Другой с11особ решения применил Чсн6 . Он нроинтегрировм исхо;~нос 
уравнение по области, при этом получил дифференциально-интегральное 
уравнение содержащее щюизводные по времени m иекомоА функции и ин­
тегралы по области . Затем искомую фупкцию u•(c х, tp , r) он аппрокси­
мировал рядом фуню~иn от координаты . В результате получилась система 
дифференциальных по времени уравнений относительно фуню1ий a"(t). 
В рtu:ютах других авторов, в том 'IИCJ1e Мансура7 использова.'lи соотно-
1 BrebЬia S.A. The bouшlory "1"m"11t mctl1ocl for cngiш",.,.// Ре11tе<"Ь Press. Londo11; HaL•t-end Press. 
New York. 1978. 
'B1·rl.JЬia S.A. \\'aJk"r S. Boщidu.ryc\eщeut tt'<"hnics i11 cngin"'ling,'/ Newi1t'S-Buttf'rwor1.l1•. L011drш 19811. 
'Б"н~µджи , ll . Мt'Тоды 11ш11нчпых эл"мснтов IТек<-тl: П!!р. с 3.llCЛ . , r . Натrерфилд. - М.: Мир. 
191S4. - 494 с . 
4J.A.M. Carrt>r. \\' .. ) . ~lansur u.nd R.J. Vanzuit . S.,Щ.., wave <чuatiщ1 Ьу t\1e Ьщшdаrу .Jcment шcthod : 
u D-DEM 11µprna1'11 witl1 110n-l1nmogtшeous ioitial cur1dilio111< .' ! Couavut ~IL..-11 (2(1(19) 44 : РЗ1-44 . 
~А.1 . Abrcu , .J.A.M. Carrrr, W . .J . Manour. Scalar Wll'"" prnpagat inn in 2-D: а ВЕМ fon11ulation ha.....I 
011 t h r. opt-ratiotut.I qua.drature шcl.hod, E11gin..,ri11g Лnalysis with .8ou11dary Бlo111e11ls , 27, No. 2 (2!IO:I), 
PlOJ-105 
"Chon W .. Th1шka М. J)ual 1·eciprocity НЕМ a.ppli<'<I tn tr•11•i~11t ela•todyп.a1wc problшw \\~tl1 r\jff"r•11tial 
q<шdrattlrt" Пl<'thorl in tinJ<• "Compt1t . l\1ct.l1ods ApJ>I . м ... 1 •. F:11grg. 1911 {2001) - Р2331-2347 
7 .J .A . ~·1 . Ca.ner \\'.,J. Mo.n::;нr . А 1'i1Jt~Domain Bn\lndary F:1N11P1tt Fnr11ш1at.iun wit.b F1111dorucntnl 
SuJutKщ G1mtтн.tt~ \)у Ht~ьviside Function So\Jlc~: lnitiW. Cottditio11"co Cu11t.rihut.ion i / EIN"".troнk .Ioнrttи.l 
of Boнndnry El•rнe11t•. \'ol. ВЕТЕЧ 20UJ, Nn. 1. Р20-30 
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На~чная библ11отека 
им . ri. И .Л ofi n •1е вс кn1· n 
ШСflИЯ п которых вместо фундамт·1та.11ыюго решения u*(C х, tF·, т)·исполь­
:ювано "фу11даме11т8.11ь11ое решение с1·е11ериров~1111ое функцией Хевисайда" , 
которое 11редставля1:•т собой отклик среды на приложенное вuзмущение ви­
да фу11кци11 ХевисаАда. В таких функциях и111'С1·р~и~ы, входящие в rµанич-
1юс 1ш·гегра.1hнос соотношение вычисляются 13 смысле Коrпи, однако само 
решение явно не выражено чере3 интегралы от граничных и начальных 
условий. 
Последнее время развивается исполь:~ующий кт~.ссическую формули­
ровку в •tастности в µа(КУГе Чена.11 интегралы не существующие в смысле 
главного значения Коши принято рассматривать в смысле копечt1ой ча­
сти интегрма Адамара или в англоязычной литературе H.P.V. (Hadaшard 
priнcipal value или Hadaшard fiвite part iнtegral) . 
Во всех извеt,"l'ных подходах \WШРние получается •щсленно ; в случае при­
менения иптсгралы1ых преобразований это проис.ходит на этапе обратного 
преобразования, в случае вьР1нсления интегралов в cмьrcJie конечной ча­
сти Адамара наиболее сложной в смысле числа операций ивляется сама 
процедура вычисления конечной части, поскольку при этом происходит 
суымиµование бесконечного ряда. 
Помимо тех достоинстfl решения задач, которые уже были упомянуты, 
следующим резервом ДJIЯ роста быстродействия может быть увеличение 
аналити•1еской части предварительных расчетов в рассматриваемой зада­
че . 13 µезуJiьтате, нолуча.ем ещё одно очень важное доl-гоинство рассмат­
ринаРмого метода: при решении задач гиперболического типа перемеще-
11ия определяются в виде ана.1ити'1еских функций, что является безуслов­
ным достоинством при дальнейшем расчете деформаций и напряжений, 
т.к . дифференцирование для получения этих функций также проводится 
11.11 !\. '1 ИТИ 'IССКИ . 
ПrсдлагаС'мый числепно-а11а.1итичесюtй метод, осноnапныn на методе 
граничных элсментоn, сочетает А себе все эти качестиа и представляется 
эффективным средством решения некоторых 38.,1\ач rинерболического типа. 
~C11t•n \V . Dшtl 1:.юш~dн.rу inteJ;1·al t.oquution..ч for ht>lшholtz счнutiон a.t а corncr нзiоg rontnur approarh 
111·01111cl J'itЩ\L1u1'ity,1 .Jонпшl нr Ma.ri1ю St :i• ~llC ~\~ iuнL То11шнlн·~1 Vo). 9, No. 1, рр. 5:i--6з (20СЛ) 
Це11ь работы. Пос·гросшrе числснно-ава.питических алгоритмов рспю­
ния задач ги11ерболическ01·0 типа .модифицированным методом 1·раничных 
элс~юнтов; нроведение качественного анализа по ускорению и усuвершен­
С'I'1ю1ш11и10 рас•1Р.та ·щдач ра(тматривн,емым методом 13 сравнении с другими 
методами решсш1я :шдач 1·ипсрболичсского тппа. 
Методы исследования. Поиск решения одномерных и ;\вумерных за­
дач гинерболического тина. модифицированным мет<щом граничных зпе­
мент(!в в виде анщ1ити•1еских функций, допускающих анаю1т11•1еское диф­
ферснцированнс. Усояерп1енствованис мrэ путс~! введения численного 
б"1ока 11 граничный элемент - точка влияния". Проведение предварительных 
ашuштических вычис;1сний необходимых и11тt'гра.1юв от функций влияния, 
Научная новизна. 
1. В одномерном случае 1юлу•1ены ашuшти·н~ские рРшения, как функции 
влия!!ия границ. Покаэана универсалыюсть подхода к решению одномер­
ных задач с ра:шичными тинами гра!!ичных условий и внешних воздей­
ствий. 
2. В двумерном случае получены аналитические формулы вычисления 
всех и11тсгра.rrов от фупкцнй влияния по произвольно орис-птиронаююму 
отрезку и любой то•1ки наблюдения; 
З. Получс!!а оценка точности решения в виде а.11горитма, рассчитывае­
мого одновременно с решением задачи; 
4. Разработан программный кuмш1екс на языке С#, 1юзволяJ(JЩИЙ нахо­
дить P<'IIICHИC задА.Ч!! 1'11ПсрбоЛI{ЧССКОГО типа модифИЦI1J>ОRа!-ШЫМ мrэ. 
Результаты дпссертациошюй работы являются новыми. 
Теоретическая и практическая ценность работы. Полученные а.п­
горитмы позволяют считать задачу гиперболического типа во-первых, со 
з11ач11телы1ым уве;шчением скорости <"!Рта по сравнешно с !llироко исполь­
зуемымп n настоящее время чнслепнымн методами (например. метод ксr 
нсчных ЭJI<'MCllтoн, мстад конечных разностей и т.п.); во-вторых, с ис1юль­
зова11ием только аналитических онерац11й. 
С·1·руктура и объем работы. Дис1.:ертация состоит и:-~ 1шсдения, трех 
глав и списка литературы, содержащего 103 наи~1енования. Общий объем 
G 
работы составляет 150 стравит~ ма111ино11исного текста. 
Апробация работы. Основные положения и резу11ьтаты доклады­
вались на сле..:.~.ующих конференциях 11 семинарах: У Всероссийская 
конфе1~1щия "Мех>шиюt микрuнеuднородных ыатерин..:юв и раэруше­
ние"(Екатеринбург, 2fI08 г.), Международная молодежная научная кон­
ференция "XXXIV гагаринские чтения"(Москва, 2008 г.), Пятая Всерос­
сийская научная конференция с меж.цународным участием "Математиче­
ское модеJJирuвание и краевью :1ада•1и"(Самара, 2008 г.), Всероссийская 
конференция "Проблемы не.1иней1юй механики деформируемого тверд<r 
го тела"(Пермь, 2008 г.), Х межл.vнародный семинар "Супсрвы•шс.1ения и 
математическое моделированис"(Саров, 2008 г.), Девятая Всероссийская 
научная конференция "Краевые задачи и ма1·ематическuс моделирова­
ние" (Нuвокузнецк, 2008 1·.) XVI Международная конференция 110 "Вычис­
лительной механике и со11ременным прикладным программным системам 
(ВМСППС'2009)''(Алушта, 2009 r.) "IUестая Всероссийская научная кон­
ференция с международным участием "математическое моделирование и 
краевые задачи", (Самара, 2009 г.) "XXIX Российская школа, посвящен­
ная 85-летию ео дня рождения академикп. В.П. Максева"(Миасс 2009 г.) Х 
Международная конференция "Забабахинские научные чтсния"(Спежинск 
2010 г.) 
Публикации. Основные результаты ;~иссертации опубликованы в ра­
бuтах [1-2]. Результаты, вошедшие в диссертацию, получены автором само­
стоятельно. 
СОДЕР)КАНИЕ РАБОТЫ 
Во введении дается общая харак·rеристика работы, приводятся 
историк<rбиблиоrрафические справки, сведения о публикациях. 
В диссертации рассматривается МГЭ и его мо.п:ификация М!\fГЭ для 
решения одно и двумерные задач гинерболи•iеского тина. Содержательно 
суть этих задач может быть описана с.ле.цующим образом. Требуется най·1·и 
7 
решение уравнения в обл8L"ГИ П: 
д2и ( д2 д2) 
дt2 = дх2 + Dy2 и, 
u(x, t0 ) = ip(x), щ(х, t0 ) = 'Ф(х), (1) 
С l'РаliИЧНЫМИ )'СJЮIШЯМИ: 
и(х, t) = и(х, t) х Е Г1 , 
О(х, t) _ 
д;:;- = q(x, t) х Е Г2, (2) 
здесь Г1 U Г2 = Г, и Г1 n Г2 = 0 в совокунности дают гранип,у Г области Н. 
В МГЭ нерехо.цят от рассмотрения самих диффер(ш11иа.11ьных уравнений 
к эквив~1ентным интегрuJiьным уравнениям 
t,· 
c({)u(~, tF) = J J u(x, т)q*(~, х, tp, т) dГ(х) dт-
1" r 
1,. 
-J J q(x, т)u·(~, х, lF, т) dГ(х) dт+ 
'·о r 
! _!_ (дu(х,т) *(& ) _ ( )дu*({,x,tF,т))I d,..'( ) + CJ. ат U ..,,x,tF,T UX,T ат нХ, 
n ~ 
(:З) 
где q(x, т) = V'u(x, т), u*({, х, tF, т) фундамента.11ыюс решение уравнения 
(1) с(~) - функция угла, равна 1 внутри области и ~ дш1 1'0Чек, лежащих 
на регулярной границе. 
В ряде слу<1асв интегрирование по области П удается свС'сти к ипте­
грированию но границе Г. Достоинства.ми метода является снижение па 
единицу размерности задачи и нрактически неограниченные возможности 
распар8Ллеливания, поскольку наиболее затратные по времени операции 
интегрирования производятся независимо друг от друга на элементах гра­
ницы. 
В М:МГЭ граница разбивается на отрезки 11рямых. В отJiичие от КJiасси­
ческого МГЭ интегрирование проведено ана.питически, причем не по каж-
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дому элементу границы, а по единожды выбранному базовому элементу, 
нuмещенному в начало координат. 
Таким обрааом, в отличие от классического 1\·1ГЭ, 1·дс фиксируется точка 
и вычисляется ВJ1ияние каж,л.ого элемента границы на эту точку, в ММГЭ 
фиксируется базовый элемент и определяе-тся влияние этого базового эле­
мента на эквивалентную точку. 
Глава 1 посвящена обзору 11 постановке задачи. Описан вывод мrэ /\Л.И 
общей за,ца•1и гиперболического типа. Приведено сраннение особенностей 
методов кош•чных элементов и граничных элементов. Обоснованы возмож­
ности усовсrшепствовани.и алгоритмов, увеличения скорости и точности 
решений. Во-первых, максимальным распармлеливанием МГЭ. Это стано­
вится возможным, если учесть, что принцип абсолютного распараллелива­
ния заножен в МГЭ на уровне ~LJiгоритма. Во-вторых, осущееL"влением про­
цедуры аналитического интегрирования для всех функций влияния. Эта 
прш\сд.ура, дает неоспоримое преимущество с уже используемыми МГЭ в 
различных областях науки, т.к. если функции влияния будут получены в 
аналитическом виде, то и неизвестные функции в интегра.Jiьных уравнени­
ях, такие как деформации, напряжения, градиенты напряжений IJ теории 
упругости И!Ш функции потока в диффузионных задачах, также будут по­
лучены путем ана.питического дифференцирования, что, несомненно, при­
ведет к более точному решению, чем с использованием численного диффе­
ренцирования. В-третьих путем использования ортогонального нреобразо­
вания, заменяющего вычисление влияния произвольного граничного эле­
мента на заданную точку 'Г('Ла, вычислением влияния выгодно выбранного, 
базового элемента на произвольную точку тела 110 известным формулам, 
выраженным через элементарные фуню\ИИ. 
Глшщ 2 посвящена мrэ применительно к ОДIIОМ!'JШОЙ задаче гиперболи­
ческого типа. В одномерном случае область П предсrавляет собой отрезок 
[а, Ь], а граница области Г точки а и Ь отрезка. Для класса задач с попе­
речными колебаниями под отк,1онением u точек отрезка будем понимать 
скалярную ве.1и•шну и характеризующую попер~чно~ отклонение точек. 
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Фун;\амснталыюс rешенис уравнения {1) для одномерного случая 
"( ) __ cH(c(tp - т) - r) U (.,X,tp,T - 2 (4) 
представляет собой отклик среды на приложенное в точке Е;, в МО!\1ент вре­
мени т но:~мущснис вида б-функции. 
С учетом простого вида фун;~амента.т1ьно1·0 решения в о;~номерном слу­
•rас а тнкже того, •по граница Г вырож,а,ается в то•1ки а и Ь отрезка, ин­
тегрирона~ше 11еrвых днух слапн'мых ri уравнении (:~) п1ю11з1юди·1тн ана­
литически. Перемещения выражаются явным обра..·юм через функции, ха­
рактеризующие начальные и граничные условия 
шax(lo.l·Rь) c(~)u((lp)=-~( J q(Ь,т)dт-
tо 
mnx(tv.!Ra) ) J q(а,т) dт 
to 
сп. ( 1 ь - -и :г,tн) + 2 а 
min(~+RF,b) J 1/;(х) dx. (5) 
Если границы устrсм11т1, к бесконечности, в последнем выражении чле­
ны, онре;~сляемые границей, в правой части послс;\него выражения обра­
ща101·ся в ноль, и выражение (4) превращается в и:.Jвестную формулу Да­
ламбера. 
Для 11еи:шест11ых функций на границе систrма ( 4) образует уравнения 
Фредгольма, которые свол.ятся к дифференциальным уравнениям с запаз­
)\ыванисм, )\J!Я неизвестных функций деформаций и к рекуррентным соот­
ношениям для неи:шестных функций перемещений. 
l!оперечные напряжения находятся из системы {G). Первая прои:нюдная 
u:r нахол.ится ана.JJитичсски, при этом исключается некоrректная операция 
чиСJ1rююго /\иффсре~щироаания 
Рассмотрен ря;\ тестовых примеров решения задач, дано соноставление 
с решениюм1 другими методами. В качестне нрактического нримера рас­
ематриnамтя ~адnча о колебщшях ограниченной етруны, края котороn за­
креплены к пепо;\вижному основанию, а в нескольких внутренних точках 
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приложены упругие и демнфирующие си.1ы. Задача имеет практическое 
·3начсние. При прокладке прово;tов, помимо высот 0110р и д:шны 6е:ю11ор­
ных Liролетов выбираются демнфирующие элементы. расно:юженные вбли­
зи ·1·очРк :-1н.кре11лt>rн1я пров1ща и nр~>днн::ш<1.'1е1111ые для гшвею1я колебаний 
провода вблизи опорной конструкции. Решение такой задачи ~..южно рас" 
сматривать как сумму извсстн01·0 <."rатического и нсизвестн01·0 динамиче­
ского решений. 
Формулировка для динамической зада•1и вы1'J1ядит следующим образом: 
н --1 
иu(х, t) = a2иzz(x, t) + L 5(х - x,)/;(t), 
i=l 
и(х,О) = tp(x) , и1 (х,0) = 'Ф(х), 
и(хо , t) =О, u(xn, t) =О, 
(6) 
(7) 
(8) 
и дополнительными условиями, характеризующими /\ейсrвие упругих под­
весов и неразрывность струны в точках х; 
их(х; +О, t) - uz(x; - О, t) = !t ·и(х;, t) + Лщ(х;, t) , (9) 
1i(x; +О, t) = и(х; - О, t), (10) 
r·др h = ![; - 11риведенная жее'Т'кость увµугих 1юдвесов, Л = ~ - приведен­
ный коэффиr\и:еит демпфирования. 
Получены выражения ;~ля определения неремсщений в точках закреп­
ления подвесов и для определения напряжений в местах жесткого закреп-
ления. 
Третья глава посвящена l\1ГЭ и его модификации в двумерном случае 
для за,п,ачи гиперболического типа . 
В первом параграфе главы 3 описаны граничные интегральные урав­
не11ия для днумерного случая. С уче'l'ОМ вида фун;~аментаJ1ыю1·0 решения 
11 
граничные уравнения имеют 1iи;~: 
t,· 
!! rll(c(tF-т)-r) , c(()u((,tF)= и(х , т) 2 :1 /2 nгdl(x)dт-
1" г 21r(c2 (tр-т) -r2 ) 
t,· 
- j J \7и(х, т) Н(с (tF - т) - r) dГ(х) dт+ 
to г 21rJc2(tF-т)2-r2 
+ !._ ! ди(х , т) 1 Н(с (tF - t0) - r) dЩх)+ 
С2- 11 дт т=t0 21r JC2 (tp - lu)2 - r 2 
~ j ( )Cl (tF - to) ll(c(tF - to) - r) d'"'( ) 
+ 2 U Х, to .З /2 н Х . с п 21r (с2 (tp - t 0 ) 2 - r2) 
( 11) 
Первый и по<,.'!едний интегр11.лы, входящие в е001·ношение ( 11) по 1УЦеJ1ь­
ности не сходятся, поскольку имеют нсиптсгрируемыс в смыслr главного 
значения особенности в окрестности точек c(tF - т) - r = О, однако их 
сумма конечна. 
В cJiyчae , когда начu.ньные условия заданы н виде 1·11.рмоническ11х функ­
циА, уда.ется во-11ервых е помощью второго 1'0ЖДе(,"J'ва l 'рншt инте1·1.т.:rы 
по области О преобразовать к эквива..'!сптным граничным интегрf\Лам , во­
вторых, интегрированием по частям, выделить особенности в расходящихся 
инте1·ралах. 
,,. 
( с ) !!ди(х,т)(tр-т)Н(с(tр-т)-r) dГ( )d и .... tp = - а Тtг х т-tо г т 21rr/j(tF-т)2-r2 
IF 
-J J \7и(х, т) Н(с (tF - т) - r) dГ(х) dт+ 
to г 21rJC2-(tp-т)2-r2 
1 j аи• 1 j дф(х) • 
+ с2 1,Ь(х) дn dГ(х) + с2 Eilllf (~, х, tF, t0) dГ(х)+ 
r г 
+ \ ! дt.рд(х) и; dГ(х) + ! :р(х) ~ dГ(х), (12) 
с~ n 2?rr 
r г 
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где \72 И* = и·, uu.'(~a:·11· т) 1 = \12 И;. При этом вес интегралы стоя-
т-:о-tu 
щие в правой части последнего выражения интеr·рируемы в обобщенном 
смыслt>, н. ш•1х~мt>ще~1ин выражРны чере·i функции, зада1шыс IHL гра~1ице, 
с"1едовательно для их нахождения необходимо разбиение на элеыенты не 
всей области П, а тш1ько ее r·рашщы Г. Размерность за;(а'!И снижена на 
единицу. 
Для чиr:ленн010 решения грани•шосо интегра.,;1ьн01·0 уравнении сделан 
ряд допущений. Граница Г области П разбита на гра~-ш•тыс элементы ·-
отрезки. 
Выберем теперь элемент границы отре·.юк. Относительно него введем 
стщиальную систему коuр;(инат ·1·аким образом, 'IТ<J ее нa'lllJIO О совпадает 
с 1ш•н1.110м отрезка, ось ОХ шшра~шена идоль направлении, эн,цаваемого 
7Г отрс3ком, ось ОУ образована поворотом оси ОХ на угол 2' против часовой 
стрелки. Taкoil элемент н дальнейшем ;(оговоримся называть баэовым, а 
систему координат -- системой координат связанной с баэшsым элементом. 
Направлением нормали будем с•штать на11равление, 11ротив01юложное оси 
ОУ. 
Функции u(x, t) 11 q(x, t), заданные на i-м базовом элементе в интервале 
времс11и [tJ_ 1, tj] аппроксимируются полиномюш но координате и нремени: 
р s 
u(x,t) = LLtt(p,s) N(х)Р(т - lj_ 1)", (13) 
р=О s=O 
!' s 
q(x, t) = L L q{I,,•J N(x)1' (r - tj_ 1)8, (14) 
р=О s=O 
дР {)' дР д·• где u{p,s) = ----и(х. t) q<11··•) = ----q(x t) №(х) -- ПОЛИIЮМШIJIЫIЫС дхР дt• · ' дхР дt" ' ' 
функции формы, в •1аст1юсти, когда базовый элемент является отрезком, 
т.е. задан линейной фу11ю1исй, Nt'(x) = хР, здесь х - координата в системе 
координат, св.и:Jанной с базовым элементом. 
дф(х) Функции, соответствующие нача.11ы1ым условиям 'l/l(x), -дn , 1Р(х) и 
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д~~) - аппроксимированы по,1шюмами по координате: 
R 
·lf!(x) = L 1/J(r) № (х)' 
т=О 
R 
1р(х) = L r.p(r) №(х), 
т=О 
R а~:)= LФ~тJ N'(x), 
т=О 
R а~~) = L, r.p:,r) №(х). 
r=O 
(15) 
Нумера1~ии отрезков границы проведена следУющим образом: снача-1а, 
'Jанумеро9аны i = 1, ... , N те отрезки, на которых заданы граничные усло­
вия 1 рода, затем i = N + 1, ... , N + М, те на которых за.даны граничные 
уе.nовня 11 рода. 
На первом этапе решения задачи необходимо из граничного интеrра..rн,­
ного уравнения опредепить N неизвестных функций ij;(x, t), i = 1, .", N 
д.nя первых N отрезков, ~·де заданы граничные условия 1 рода, и 11.f неиз­
вестных функций u;(x, t), i = N + 1, .. " N + Л1 д.пя оставшихся М от­
резков, где заданы граничные у(;Ловия 11 1юда. Для решения этой зада­
чи использована конечно-разностная по времени схема. Задача решалась с 
фиксированны11'1 шагом по времени. 
Таким образом, для реа.11изации описанного метода необходимо вычис­
лять криволинейные интегра.пы 110 граничным элементам от ком1юве11тов 
функций влияния для различных точек в.nияния, лежащих как па грани­
це, так и внутри области. Классический подход предпш1а1·ает чис;~ешюе 
вычисление этих инте1·ра.rюв в каждой конкретной задаче. Более универ­
сальным подходом является получение аналитических формул ;v1я точно1·0 
вычисления всех необходимых интегралов. 
В третьем параграфе главы 3 рассмотрена наиболее простая реализацпя 
ММГЭ. Значения функций, входящих в граничное интегра.т1ы1ос соотно­
шение, аппроксимированы постоянными значениями внутри i-го элемента 
на j-м интервале времени. А именно, функция u(x, t) аппроксимирована 
полиномом первого порядка по времени, функция ij(x, t) - полиномом ну­
левого порядка, функции r.p(x), 'Рп(х), w(x), 'Фп(х) - полиномами нулевого 
порядка. 
Коэффициенты полиномов граничвых фу11кц11й u(x, t) и ij(x , t) опрс;\е­
ЛЯIОТСЯ •~срез конс•1но-разностную с.хсму 110 з11ачению•.1 функций в узловых 
точках Х;, лежnщих в серединах элементов в моменты времени 1) , 1)-I · 
Система. уравнений для 011рt>Дt>J1е11ия неизв1'стных коэффицшш1·ов JJ си­
лу соотношения (12) имеет Rид: 
k N+M k N-rM 
с(~т) ttmk = - L L и~J· 1 > F'i~~~~j - L L q~J·0) F1(~~~J т 
j=l i=l j~l i=l 
N+M 
1 "' ( (О) (О) (О) (О) , (О) (О) (О) (О) ) 
+ с2 L.,,, 'If-1; FЗ ,mik + Фrи. F4,mik + :Рти F5,mik + 'Pi Fб ,mik , 
i=I 
(16) 
и представляет собой СИС'ТСМУ ЛШIСЙIIЫХ уравнений ОТНОСНТР.ЛЬНО коэффи-
1\ИР.!IТОВ u~~· 1 ) и qiJ·01 . Поскольку послс~пие коэффициевты сnязаны линей­
ной зависимостью со значениями искомых функций Щх, t) и q(x, t) в уз-
ловых точках, то фактически система ураRнений (lG) определяет искомые 
значt>ния грани•1ных функций . 
Последнюю удобно представить в матричном виде с 11сизnестным векто­
ром коэффициентов разложения граничных функций в ряд Тейлора, а сам 
этот вектор выразить через линейную зависимость от значений 1 ·раничных 
функций в у-.Jловых то•1ках 
где: 
Dx +Ау= b-d, 
у= Кх+с, 
(17) 
(18} 
(N + Лf)-мерный вектор неизвестных значений коэффи-
циентов полиномов от разложения в рsщ Тейлора функций U(x, т}, q(x, т) 
. ~~ ~u на t-ом отрезкt> границы qik, и uN~-ik• причем перuая компонента вектора 
содержит 11сизвес·гнысl!уцll = q~~·0\, а вторая llY2,;\/ ""'tL~~;k ; 
Систему уравнений ( l 7) с у•1етом соотношения ( 18) можно переписать 
следующим образом 
(D + АК)х = Ь - d - Ас. (19) 
В последнем уравнении матрица D заиисит от геометрии 1·раницы, мa·r­
pиtta К - постоянная 011редеJ1яет ,1инеАное преобразование коэффициентом 
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rа...~ложения в ряд Тейлора через значения функr\ий в узловых точках, мат­
рица А нс меняется при постоянном ша1·е решения по 11ременн (поскош,ку 
F1,mikk = F1.mik-\k- 1). Таким образом итоговую матрицу системы (D+AK) 
и вектор с можно рассчитать единожды 1щ нервом 1шн·е, lll"KTOJ.Ж Ь и d 11~ 
ресчитываются на каждом шаге решения. 
Бла1·одаря этому свойству матрицы разрешающей системы, СЛАУ ре­
шается только на первом шаге, а на последующих решение 11олучаетсJ.1 стан­
дартной операцией умножение матрицы на вектор. 
Рассмотрено нrсколько примеров, в частности рассмотрены колебанпя 
круглой мембраны. Прсдполаrа.Jюсь, что в начальный момент времени мем­
брана радиуса R.o нахо,1'ится в нулевом положении, скорости точ(~К мембра­
ны постоянны и равны Ut(r) = 0.1, граница мембраны закреплена. Для при­
мера решалась задача для круглой мембраны с радиуеом R.o =-= 5. Скорость 
звука принималась равной с= 1. Поставлено два •rисленных эксперимента. 
В первом слу•1ае решение проводилось с шагом по времени dt = 0.5 с, по 
координате граница разбивалась на 12 элементов. Во втором случае реше­
ние про11одилось с шагом по времени dt = 0.5 с, а по координате граница 
разбив11Лас1, па ЗG элементов. Полученные решения сравнивалисъ с анали­
тическим решением, полученным •1ерез функции Бесселя (суммировались 
первые 100 членов ряда). 
Колебания точки, отстоящей на 2.5 ед от центра мембраны приведены на 
рисунке 1. Таким образом, можно (:делать вывод что решение достато•rно 
быстро сходитс:я к аналитическому. 
Решение всей за.дачи можно услоино поделить на три этапа. На нервом 
этапе формируется система линейных уравнений, при этом распаралл('­
JJивание с•1ета ЯВJIЯе'l'ся абсолютным, так как вычисление коэффициентов 
ра.3решающе11 системы ocyщe<..-rВJI)te'I'CИ 1юдстююв1юй координат ·го•1ек вли­
яния в элементарные функции независимо друг от друга. На втором этапе 
решается СЛАУ, 11ри этом собственно решение производится только на пер­
вом ша1·с, а на аоследующих решение 110 сложности эквивалентно опсра1~ии 
умножения м11.трицы на вектор, при :пом операция рt!Шения СЛАУ легко 
распара.ллеливает<.:я. Первые два этапа повторяют<.:я на каждом шаге по 
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Рис. 1: Отклuнение то•1ки r = 2.5 мембраны. u1 - рщнение чср.':~ функции Бесселя, u2 
решеюн• ~IМГЭ с разбиеиием 1·ра~<ицы иа 12 эJJt~ментоn, " 3 - JХ•1ш·11и" ММГЭ с рt~:mиением 
rрашщы на :ю э:1еме11то1J. 
времени. Наконец, на тре':гьем этапе вычис:rяются неремещения точек мем­
браны внутри области путем подстшюоки их координат в ::JЛ!'Ментарные 
функции. Расчет перемещений точек, как и на первом этапе, производится 
независимо, что позволяет абсолютно распара.ллелить вычисления. 
В четвертом параграфе главы 3 приведена оценка точности метода. Рас­
чет ошибки нредетавляет собой а:1горитм, рас'rет которого щюи·Jводитея на 
п-ом шаге по времени основного расчrта программы. Такжt' приводитея ::JВ­
ристнческая оценка точности алгоритма, которая может быть рассч1tтана 
заранее 110 •шслу обусловленности разрешающей матрицы: 
Rn ~ дqµ"(А) (r:~!)!, 
здесь rn -- порядок аппроксимации функций. 
В пятом и шестом параграфах главы З 11риведсны модификации алго­
ритма в которых коэффициенты аппрокси~1ированы соответственно линей­
ными по времени и линейными по координате функциями. 
В пя·1·ом параграфе нриведеш1 линейная по времени интер110.rrяция, ап­
прuксимацня производится с учетом значсн11я функций н промежуто•шый 
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момент времени t1 __ ~. IIpи этом для необходимо состаt\ЛЯТЬ дополнитель­
ные уравнения ;v1я момента времени tj-~. 
В шестом параграфе приведена реализация метол.а, с линейной 1ю ко­
ординате инп•рполяцией внутри базового элемента з11н•1ения дефор:1н1ци:t 
и перемещений. Значения функции и(х, т) аппроксимированы внутри про­
странства [7] .1, Тj] х Г; 1юлиномом первой стенени 110 координате и вре111е11и, 
построенным по четырем точкам: 
При такой анпроксимации узловые 'l'O'IKИ находятся на краях базового 
элеыента, а интегра.1Jы функций влияния имеют особенности, поэтому при 
их чиспепном интегрировании прибегают к спецна.тJьным приемам, напри­
мер сдвигая узловую точку. При аналитическом интегрировании :..1ы можем 
перейти к прелелу, т.е. вычислять значения интегра.11ов функций влияния 
непосредственно н уз.:ювых то•1ках. 
В случае, когда два соседних элемента границе расположены под уг­
лом, отличным от 71", они имеют различные норма.тJи и, соответстнепно, в 
окрестности смежной с ними точке различные различные нрои-шо;~ные по 
ди 
нормали дn' 
Кт1асси•1еский подход 11ред1юла~·ает сдвигать узловые точки от краев 
граничного элемента, при этом в таких точю\х функции влияния не имеют 
особенностей, а граница является регулярной. Недостатком такого подхо­
да является уд1юе111ю узловых точек приводящее к удвоению размерности 
разрешающей матри1~ы системы и усложнение счета. В рассматриваемом 
подходе из-за того что последняя уздовая точка точка текущего граничного 
элемента совпадает с первой узловой то•1кой <:JJедующего, чиело уравнений 
не удваивается, вместо этого система допшшяе-гся простыми соотношени­
ями связи. 
Рассмотрены три реализации линейной 110 координате интерноляции. В 
первом случае разложение в ряд производится в окрестности центрмьной 
1·очки базового элсt.1ента, граница в ее окрестн0<:ти является рf•гулярной и 
соответственно в значение функции угла с(О в граничном интегра.тJьном 
соотношении принимасТ(:я равной ~- Во втором случае разложение в ряд 
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произяодится в ок;>ест1юсти крайней .1е1юй точки баэового э.rtемснта, гра­
ница в се окрестности нс яв:1яе-rся регулярной , а :шачснис функции угла 
вы<1нсляется с{() через y1·o;i '{) между соседними граничными элеыентами. 
В 06011х случаях 'IНС.'Ю уравнений в ('ИЛУ соотвu1111~иин (lfl) ндвое мень­
ше •шс.тнt неизвестных. допо.111ите,1ьные уравнения составлены из ус.'1овий 
штрсрывности перш.1сщсний и согласования напряжений . В третьем cJiy-
чae рассмотрена реализа11ия, когда две узловые точки выбираются на неко­
тором расстоянии от границ ба..1ового злементп, а грани<щые уравнения в 
силу соот1ю1ш•11ия (15) состав:н1ются для каждоtt из таких точек . Такой 
в11д аппроксима11ии пrинято па.зывать ра.зрыоной линейной интерполяци­
ей. Очевидное нреимущество такого подхода заключается в том, что си­
стема уравнений вытекающих из граничного инте1·р11..1ьно1·0 соотношения 
являм-с:я полной и нс требует дополнительных условий, недостаток·-- уве­
.1ичс11ие размерности системы уравнений. В конце каждого параграфа при­
ве11ены примеры решения тестовой задачи. 
В се;\ьмом параграфе приведены компактные ана.питические формулы 
для тuчнш·u вычисления интегрмов от компонентов функций влияния и 
их производных. Эти формулы представляют с<Хюй проеrыс функции от 
координат то•1ки в.,,ияния. 
В uосыюм параграфе нривс;\сна задача о собственных частотах ванто-
1:101'0 моста. Для расчета ко.1ебаний вантового моста использован Мf\.fГЭ. 
Для рас•1ете упруго закрепленной •1асти ~·ра.ницы использованы 1·ранич11ые 
услоnия III рода (на /( отрезках); при этом неизвестными считались как 
нсрсмсщения так и деформации граню\ы, а образованная таким образом 
неполная система уравнений дополнялась условиями унругого закрепления 
q; + Лщ =О. 
На1·ру3ка моде.1ировмась нр11ложением усилий, заданных функr\ией 
f (х, t), 11ри -пом в граничное и11те1·1н1..'1ыюе уршшение вrюдила.сь t:оответ­
ствующая добавка. 
Моделирова1ше:-.f показана возможность анализа и выбора соответству­
ющих параметров конструкции JIJIЯ uбеснечения приемлемых динами•1е-
19 
ских нарамстров системы . 
В дс1н1том щtparj:>aфe приведено описание программного ком11:1скса, ре­
а:1Изующu1 ·0 011исан11ыu в ;~иссерта.ции н.нгоритмы . 
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